
Problem of the Week #2
(Fall 2020)

Find every function f(x) with the property that f(x) − 3f(1 − x) = x2 for every real x.

Solution:

The only such function is f(x) =
−3 + 6x − 4x2

8
.

Proof. By substituting 1 − x for x in the given equation, we get

f(1 − x) − 3f(1 − (1 − x)) = (1 − x)2

f(1 − x) − 3f(x) = 1 − 2x + x2

3f(1 − x) − 9f(x) = 3 − 6x + 3x2

f(x) − 3f(1 − x) + 3f(1 − x) − 9f(x) = x2
+ 3 − 6x + 3x2

−8f(x) = 3 − 6x + 4x2

f(x) =
−3 + 6x − 4x2

8
.

Conversely,

−3 + 6x − 4x2

8
− 3(

−3 + 6(1 − x) − 4(1 − x)2

8
)

=
−3 + 6x − 4x2

8
+
9 − 18(1 − x) + 12(1 − 2x + x2

)

8

=
−3 + 6x − 4x2

+ 9 − 18 + 18x + 12 − 24x + 12x2

8

=
8x2

8

= x2.


